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M Esprit général

Vérifier ches les candidats lexistence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier Uaptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et Uappliquer
(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets

Deux exercices d'application des connaissances de base ;
un probleme faisant largement appel aux possiblités.

Evaluation

Deux exercices de valeurs sensiblement égale ;
12 a 14 points pour le probleme.

Epreuve
Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence les
principaux résultats, a respecter les notations de 'énoncé, et a donner des démonstrations
completes (mais bréves) de leurs affirmations.
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EXERCICE 1.

Soit n un entier naturel non nul, on considére F = R,,[X] I'espace vectoriel sur R
des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout entier naturel j, on note PY la dérivée j-itme de P.

On définit la famille de polynomes (F), ., par :

(Y _ k-1
P(X)=1letVke{l,..,n}, PB(X)= XX k"k) .
1. (a) Prouver que la famille (Fy, P, ..., P,) est une base de E.

(b) Montrer que pour tout entier k appartenant a {1,...n}, on a :

Pi(X +1) = Pa(X)

puis, pour tous les entiers k,j vérifiant 1 < j < k < n, donner une
relation entre P (X) et Pe_;(X — j).

(c) Soit P € E, justifier I'existence d'un (n + 1)-uplet (ag, ay, .., a,) € R*!
tel que :

n
P = agp[] +a P+ +anPn = Z(I.L-PA-
k=0

puis établir que :
Vi€ {0,1,..n}, PY(j)=a;.

Ainsi on a établi la relation :
VPeE, P=)_ PW(k)P,.

k=0
2. On considére 'application u définie sur E par :
VPeE, u(P)X)=P(X+1).

(a) Etablir que u est un endomorphisme de [.

(b) Eecrire la matrice A de I'endomorphisme u dans la base (P, P, .., P,)
de E.
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(¢) Déterminer le rang de A ainsi que ses valeurs propres.

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ? (Une réponse argumentée est
attendue)

3. On définit sur £ x F 'application (.,.) par :

V(PQIEEXE, (PQ)= Z PO ()QW (k).

k=0

(a) Démontrer que {.,.) définit un produit scalaire sur E.

(b) Justifier que la famille (F, Py, ..., P,) est une base orthonormale de E.

EXERCICE 2.

On considére :

e la fonction ¢ définie sur RY par :

xp (t) — 1 1
vt € R, p(1)=%—ﬁ(exp(g)—1),

e la fonction 1) définie sur R par :
- . 1
VieRL, ¢()=t- e In(t).

e U louvert de R? défini par :
U=10,+c0f’ = {(z,y) €R* / z>0ety>0}.
e [:U — IR la fonction définie sur l'ouvert UV et & valeurs réelles par :
V(z,y) €U, [f(z,y)=2"—y" =exp(yln(z))—exp(zln(y)).

ol exp(s) désigne I'exponentielle du réel s c’est-a-dire que exp(s) = e°. On
admet que [ est de classe C? sur U.

L’objectif de cet exercice est de prouver que la fonction f n’admet aucun extremum
sur U.

1. Etudier les variations de 1 sur R"_, calculer ¢/(1) et préciser le signe de ).
ol I g
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L. n—1
2. Prouver la convergence de la série g — et calculer sa somme.
' n!
nzl
+oo .!'I."_.(?L?! 1
3. Soit ¢ € R%.. Exprimer la somme E en fonction de ¢(t) et In(t). On
n=1

admettra la convergence de cette série.

4. Justifier que :

Vie]0,1[, (t) <In(t), Vte]l,+oo[, (t)> In(t).

ot

Soit (x,y) € U. Montrer que (z,y) est un point critique de f si et seulement
si:
z>1, y>1

In(z)In(y) = 1;

y*1 = av~1in(z).

6. Soit (x,y) € U un point critique de f. Justifier 'existence d'un réel ¢ € R

tel que :
1
z=exp(t), y=exp 1)

w(t) = In(t).
7. Prouver que (e, €) est 'unique point critique de f.

8. En comparant les signes des fonctions ¢ — f(e,e +t) et L — f(e +t,¢),
justifier que f n’admet aucun extremum sur U.

PROBLEME

La partie I consiste a justifier que les variables Y, = max(X;,...X,) et Z, =

n
A . . . . . .
E — possédent la méme loi lorsque (X, .., X,,) est une famille de variables aléa-
1

i=1
toires mutuellement indépendantes suivant la méme loi exponentielle de paramétre

1.

La partie IT a pour objectif d’établir que, pour chaque variable aléatoire X pos-
sédant une densité f avec f continue sur R, et f nulle sur R* | il n’existe aucune
variable aléatoire ¥ 4 densité dérivable g sur R*, nulle sur R* et vérifiant g—g¢' = f.

La partie III consistera a étudier les valeurs propres et vecteurs propres de I'application

@
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linéaire introduite a la partie IL..

Les parties I, IT et ITI sont largement indépendantes.

PARTIE I. Etude des variables Y,, et Z,,.

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace
probabilisé (€2, A4, P).
Soit X une variable aléatoire, rappelons que :

e [y désigne sa fonction de répartition définie par: Vi € R, Fx(t) = P(X <t).

e X suit la loi exponentielle de parameétre a € |0, 4+o00[ si et seulement si sa
fonction de répartition est définie par :

0 sit<0;
Fx(t) = { 1—exp(—at) sit>=0.

on exp(y) désigne 'exponentielle du réel y c’est-a-dire que : exp(y) = ev.
On considére une suite (X,), . de variables aléatoires mutuellement indépen-

dantes suivant la méme loi exponentielle de paramétre 1. Pour tout entier naturel
n non nul, on note Y, et Z, les deux variables aléatoires définies respectivement

par :
Y, = max (X, Xs, ., X,) = max X,
X: | X, Xn —X;
Zy = — 4+ 24422 2
1 2 7 ; i

ot max(Xy, .., X,,) désigne le maximum des valeurs de X, .., X,.

Pour finir, on désigne par f,, la fonction définie sur R par :

{ fa(t)=0sit <0
fu(t) = n.exp (—t) (1 —exp (—t))" " sit = 0.

1. On considére un tableau X de nombres réels de taille 2011 (c¢’est-a-dire «X
= array[1...2011] of real») préalablement rempli.

(a) Ecrire un programme en Pascal calculant et affichant les réels :

max (X [1], X [2]) et max(X[1],X[2],X[3]).

@)
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(b) Ecrire un programme en Pascal calculant et affichant le réel :

max (X [1], X [2],.., X [2011]) =  Jnax (X [9]).
2. (a) Pour tout réel ¢, exprimer le réel Fy, (t) a l'aide des réels Fy, (1), ... ,
Fx,(2)-
(b) Pour tout réel ¢, donner alors I'expression de Fy, (t) en fonction de n et
t en distinguant le cas t < 0 et le cas £ = 0.
(¢) Vérifier alors que la fonction f, est une densité de probabilité de la
variable aléatoire Y,,.
- - £ ong . - . XJ!+1
3. (a) Préciser la fonction de répartition de la variable aléatoire ———.
n

n+1

X
b) Dé trer
(b) montrer que ]

est une variable aléatoire & densité et proposer
une densité d,, .
4. Pour tout réel x, vérifier que : / n.exp (nt) (1 —exp (—t))" " dt = (exp(z) — 1)".

0

5. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, 7, est une
variable aléatoire & densité dont f, est une densité. Indication : Pour
. . Xat1
Uhérédité, on remarquera que Z,.1 = Z, + %
n

PARTIE II. Existence et unicité de la solution
d’une équation différentielle.

On désigne par E I'ensemble des fonctions f continues de [0, +o00[ dans R telles
+o0
que l'intégrale / [f(t)| dt converge. On admet que F est un R-espace vectoriel.
0
Pour toute fonection f appartenant & F, on considére I'équation différentielle
(Dy):y—y'=f

dont I'inconnue est la fonction y : R, — R qui est dérivable sur R,. On fixe dans
cette partie une fonction [ appartenant a F. Pour tout réel positif z, on note :

kg(z) = exp (z) / exp (—t) f(t)dt.

@)
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1. Soient .1 deux fonctions appartenant & E. dérivables sur R, et vérifiant
I’équation (Dy). On introduit la fonction h définie sur Ry par :

Ve e Ry, h(z) = (p(z) —¢(r))exp(—)

(a) Prouver que la fonction h est constante sur K.
(b) En utilisant le fait que la fonction ¢ — ¢ appartient & F, montrer que
w = 1.
Nous avons ainsi établi qu’il existe au plus une solution dans E a
I'équation (Dy) lorsque f € E.
L

2. Pour tout réel positif z, justifier la convergence de 'intégrale / exp (—t) f(t)dt
pe

+oo
3. Etablir que la fonction k; : z — exp () [ exp (—t) f(t)dt est dérivable sur

R, et que: ’
Ve € Ry, kf(x) —ki(z) = f(x).

4. On suppose uniquement dans cette question que f est a valeurs dans R.
c’est-d-dire que :

Ve e Ry, f(z)=0.

(a) Vérifier les relations suivantes :

() : VzeR:, 0<ki(z)< /f(i)di’._.

(B) : VAeR,, /L; dr = ks(A) — kg(0) /f )dz

+o0

(b) Prouver que l'intégrale / ky(x)dx converge et que :

0
717(1:)(!;5 = 7:(1 — exp(—2)) f(z)dz

@)
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On revient au cas général ou f: R, — R prend des valeurs non nécessaire-
ment positives.

o

+oo
Montrer que l'intégrale / |k¢(x)| dz converge.
0

6. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f avec f continue sur
R, et f nulle sur R* .

Justifier qu’il n'existe aucune densité g dérivable sur R*, nulle sur R* et
vérifiant g — ¢’ = f sur R,

PARTIE III. Etude de I’application f — k.

A la partie IT, on a établi que si [ appartient & F, il existe une unique fonction

+co
kf:z— exp(x) /exp (—t) f(t)dt
appartenant a E telle que :
ke — k}— = f.

On considére alors 'application ¢ définie sur E par :
1. Etablir que ¢ est un endomorphisme de F.

Définition : On dit que le réel A\ est valeur propre de ¢ s'il existe une
fonction f de E non identiquement nulle telle que ¢(f) = Af. On dit que f
est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre \ el on appelle sous-
espace propre de p associé o A\ l'espace vectoriel

Ex@)={f€E telle ue o(f)=Af}

La suite de cette partie est consacrée a la détermination des valeurs propres
et des vecteurs propres de .

2. Pour tout réel a > 0, on considére la fonction f, définie sur R, par :
Ve e Ry, [fulz) = exp(—azx).

Vérifier que f, appartient & E, que f, est un vecteur propre de ¢ et préciser
la valeur propre associée.

@
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3. Soit A une valeur propre de ¢ et f € £ un vecteur propre associé a la valeur
propre A.

(a) Montrer que A est nécessairement non nul.
(b) Etablir que f est dérivable et vérifie I'équation différentielle : f' =
1
( - x) ;
(¢) Pour tout réel positif x, donner l'expression de f(z) en fonction de A,
x et d'une certaine constante.
(d) Montrer que A € |0, 1].

4. Préciser I'ensemble Sp(y) des valeurs propres de ¢ et, pour chaque valeur
propre A de ¢, proposer une base de l'espace propre E\(@).

@)
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EXERCICE 1.

1. (a) Puisque Yk € {0,..,n}, deg (P) = k, la famille (P;)q ., est échelonnée en degré donc libre.
En outre, elle est constituée de n + 1 vecteurs de R, [X] et R,, [X] est de dimension n + 1 donc
la famille (Fy, P4, ..., P,) est une base de E.

(b) Un calcul direct montre pour k > 1 que :
T
_ %[(X*k)ﬂk—nx}
- %HX_U=%(X_1)
d’on I'égaliteé :
P ey LD XX

(k—1)! (k—1)!

En particulier, on obtient :
P (X) =P (X —1).

En dérivant cette relation, on a :
P(X)=P_(X-1)=P2(X-1)-1)=P2(X-2)
En dérivant de nouveau la relation, on peut écrire :
PP (X) =P, (X =2) = B3 (X —2)—2) = B 5(X = 3).
Si lon fixe k € {1,..,n}, une récurrence immeédiate sur j € {1,..,k} montre que
P (X) = Py (X ).
(c) Le polynome P appartenant a R,, [X] et la famille (P;)q,.,, étant une base de R, [X], on peut

affirmer 'existence d'un (n + 1)-uplet (ag, ai, .., a,) € R"! tel que :

P:a0P0+a1P1+---+anPn :ZakPk

k=0

En évaluant cette relation en 0 et tenant compte que P, (0) = 0si k > 1 et B (0) = 1, on
obtient

P(O) = Zn:llkpk (O) = ap.
k=0

Soit j € {1,..,n}. En dérivant j fois la relation P = Z ay, Py, on obtient
k=0

PO (X) =Y aPY (X)
k=0

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION SCIENTIFIQUE /
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Puisque deg (P;,) = k, si k < j alors ng ) = 0 donc Iégalité ci-dessus devient :

PO(X) =Y aP (X) = PO () = Y PP () = D awPiy (X = j).
k=j k=j k=j

Jj<k

N

On évalue alors en j cette relation ce qui nous donne :
n
PY(j) = arPy; (0) = a;
k=j

car P,_; (0)=0sik—j>1et P_;(0)=PFP(0)=1sik—j=0.

2. (a) Pour tous polynomes P, @ de R, [X] et tous réels A, i, on a :

u (AP + Q) AP+ pQ) (X +1) = AP (X + 1)+ pQ' (X +1)

M (P) + pu (Q)

donc u est bien linéaire. En outre, puisque P € R,, [X] c’est-a-dire que P est un polynéome de
degré au plus n, P est un polynéme de degré au plus n — 1 donc de degré au plus n ce qui
entraine que P’ (X + 1) = u (P) est un polynome de degré au plus n. Par conséquent, on vient
de montrer que si P € R, [X] alors u(P) € R, [X] et comme u est linéaire, on peut affirmer
que u est un endomorphisme de R,, [X].

(b) Sik=0,o0na Py =1donc P} =0 ce qui montre que
uw(P)(X)=F(X+1)=0

Sike{l,.,n},ona:
u(Pp) (X) =P (X +1) = Pt (X)

ce qui permet d’écrire la matrice A :

u(Py) w(P) w(P) w(P) u(Py)

0 1 0 o o 0 - 0\ p

1o : N

. . ])2

. .

A=

! Py

0 P

0 :
- | P

0 0 0 oo ceeaee e o) bn

—
(]
~

Le rang de la matrice A est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes. Etant donné que
sa premiére colonne est nulle et que les autres vecteurs colonnes forment une famille extraite
de la base canonique de 9,111 (R), on en déduit que les autres vecteurs colonnes forment une
famille libre. Puisqu’ils sont au nombre de n, on en déduit que la matrice A est de rang n.

La matrice A étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux
donc 0 est 'unique valeur propre de A.

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION SCIENTIFIQUE /
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(d) Puisque 0 est la seule valeur propre de A, si A est diagonalisable alors il existe une matrice
inversible P telle que
A = Pdiag(0,..,0) P! = P0,P~' =0,

ce qui est absurde donc A n’est pas diagonalisable.

3. (a) Pour tous les polynémes P, Q, R € R, [X] et A\, u € R, la quantité (P, Q) a bien un sens et 'on

a
n

(P,Q) =Y PPR)QW(k) = ZQ(’“( yPB (k) = (Q, P)

k=0 k=0
d’ot la symétrie
(AP +pQ.R) = AP+ Q)™ (k )R"“)(k)* (APO (k) + uQ® (k) R® (k)
k=0 =0
=AY PO R® (k +/12Q*> K)YR® (k) = MNP, R) + p{(Q, R)
k=0

d’ou le caractere linéaire de P — (P, Q) et par symétrie, le caracteére linéaire de @ — (P, Q).

n

(P, P) = POEN’ 20, (PP)=0% n PO =0
};( ) ;( ZO)

o Vkelon], (PPE) =0sVEkelo,n], P®E) =0

D’apres la question 1.c, on peut écrire :

P=> PY(k)P. =Y 0P =0
k=0 k=0

donc (,) est bien un produit scalaire.

(b) On commence par rappeler que H(k)(X) =0sik > i (car deg P, = i) donc Pi(k) (1) =0sik>i.
Si k < i, d’aprés la question 1.b, on a

PY(X) = Py(X — k)

donc on peut écrire

: Osik<i
PO = P = { 1315
Au final, on a P 8 (k) = { 1 Z Z 7 donc le produit Pf}”)(k)PJ(k)(k) n’est pas nul si et seule-

ment si lorsque k =i et k = j (ce qui entraine automatiquement que i = j). Par conséquent, si
i # j chacun des produits R(k)(k)Pj(k)(k) est toujours nul donc

)= 0=0sii#]
k=0

Par contre, si i = j, on a :

(P, Py) ZP“ (k) + POGPY6) =1
‘—\/—/ —
ki 0 —1xl=1

donc la famille (P, .., P,) est une famille orthonormale et comme c’est une base, on peut affirmer
qu'’il s’agit d’une base orthonormale de E.
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EXERCICE 2

1. La fonction ¢ est dérivable sur R% (comme somme de telles fonctions) et

. 11 1+4+¢—t
VEERL, V() =1+g-g=—pm—

Etant donné que le trinéme t2 — ¢+ 1 admet un discriminant A = 12 —4.1 = —3 < 0 et son coefficient
dominant étant strictement positif, on peut affirmer que

VtER, t*—t+1>0=¢'(t)>0.
En particulier, la fonction 1 est strictement croissante sur R . Comme (1) = 0, on en déduit que :
WEl0l, vt) <v(1) =0, VielHool, (t)> (1) =

1
2. La série E — est convergente (série exponentielle) et la série
n!
nz1

1
Z n! Z n—l p=n— 121?

n=1
On est de 1 de 1 M ! Z”_l ¢ 1
aussi. On est assuré de la convergence de la série ——— ] = et 'on a :
n‘ n!
n=1 n=1
n— 1 =
Z => Zn, Zp. Zn. 51
n=1 n=1 n=1
3. Les séries Z = Z Z etant convergente pour tout ¢ € R, la série Z 1!7 tn 1)
' =t n! n' « o
converge et Tona:
B 1
&gy &= ot — pri (n—1)In(t)
Z n! n Z n!
n=1 n=1
too un +oo (Tl _ 1)
= t
G () e X

= % (eh=1)—t (el/t —1) = In(t) = @(t) — In(t).

4. Etant donné que

tl’lfif(lfl)ln(t):17170:0

tl—l
et que
vt € 10,1, ¥a=2, t"'ec]o1], ¥ <0

+oo
= Z V(") <04 o(t) —In(t) < 0 < ¢(t) < In(t)
vVt € ]i+m[, V=2 " tell, +oo[, (") >0
+oo
= Z V(") > 0 p(t) —In(t) > 0 < o(t) > In(t)

n=1

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION SCIENTIFIQUE /
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5. Puisque f est de classe C' sur Pouvert U, (x,y) est un point critique de f si et seulement si

of

@9 =0 [ Yoppn@) -nw)epEn@)=0 [ Lo nmy =0
I PN B /
af, In(z) exp (yIn(x)) — Eexp (xIn(y)) =0 In(z)a? — E.yz =0
Y
y av
In(y) = T In(y) > 0 et In(z) >0 re1, g1
20 Y In(z) — yr 1 &= n(y) 11;757) Zzl < In(y) In(x) = 1
0 | @) =2 = g ()" =% In(2)29-1 = -1
xz y"

6. Etant donné que z > 1, il existe ¢ > 0 tel que z = ¢'. En outre, on a
1
In(z)In(y) =1 < thn(y) =1 < In(y) = ;eY= el/t.

En composant par le logarithme népérien la derniere égalité de la question précédente, on obtient :

el —1

In(In(z)) + (y — 1) In(z) = (z — 1) In(y) < In(t) + (et — 1) = < In(t) = p(t).

7. Puisque I'équation ¢(t) = In(t) & ¢(t) — In(t) = 0 n’admet que ¢ = 1 pour solution (d’apres la
P 3
question 4 et du fait que ¢(1) = 0), on en déduit que (e',e!/!) = (e, e) est I'unique point critique
possible de f. En outre, il s’agit bien d’un point critique car

%(() e) = gcxp (eln(e)) —In(e) exp (eln(e)) = e“ — e =0

%(:1;1/) =In(e) exp (eln(e)) — Zexp (eln(e)) =e*—e“ =0

8. Il est immédiat que pour tout réel ¢,
flese+t)=e —(e+1), flett,e)=(c+1) —et =—fle,e+1).
Si (e, e) était un minimum local de f sur U alors, pour ¢ suffisamment petit, on aurait
flese+t) > fle,e) =e*—e=0= fle+t,e) =—f(e,e+1) <O.
Or f(e,e+1t) = f(e,e) =0 donc f(e,e+t) = 0 serait nul au voisinage de 0 ce qui est absurde car :

flee+t) = 0 e —(e+t)' =0t =(e+1)°
< (e+t)ln(e) =eln(e+t) < e+t =celn(e+t)

- 1+£:1n(e+t):ln<e(l+£>) :ln(€)+ln<1+£>

t 4 t 4 t
& 1+—:1+ln<1+7>@—:ln<1+7>:—:0©t:0
e e e e

(faire une étude de la fonction x — x — In(1 + z)). Par le méme argumentaire, on obtient que (e, €)
ne peut étre un maximum local de f sur U donc f n’admet aucun extrémum sur U.
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PROBLEME
PARTIE I. Etude des variables VY,, et 7,

1. (a) var a,b : real;
If X[1] < X[2] then a :=X[2] else a :=X[1]
if a < X[3] then b := X[3] else b :=a;
writeln('max(X[1],X[2] =, a, 'max(X[1],X[2],.X[3]) =, b);
end.

(b) var a : real; var k : integer;

a: = X[1];
for k=2 to 2011 do
If a<X[k] then a :=X[k];
writeln('max(X[1],..,X[2011] =’, a);
end.

2. (a) Etant donné que :
max (X1, ., X,) <t (X1 <HN (X <N N (X, < 1)

et que les variables (Xi)K i<n Sont mutuellement indépendantes, on est assuré que les événements
(X; <1),.., (X, <t) sont également mutuellement indépendants ce qui nous donne :

Fy(t) = P(Ya

= P(X;

t)=P((X

LN (X <N N (X, < 1)
HP(Xy <t)

A t
P(er < 2L) = FX1 (f)FXz(t) o 'FXﬂ,(t)'

VAN

<

(b) Sit <0 alors
Vie{l,.,n}, Fx,(t)=0= Fy,(t)=0.

Sit >0 alors
Vie{l,.,n}, P(X;<t)=1—exp(—t)= Fy,(t)=(1—exp(—t)".
(¢) La fonction Fy, est continue sur R* et
tlilél— Fy, (t) = {liréz 0=0= Fy,(0),
T By, (1) = lim (1 exp(~)" = (1 - exp(0))" = 0 = Fy, 0)
donc h(r)n Fy, = Fy, (0) ce qui assure la continuité¢ de Fy, sur R. En outre, cette fonction est de

classe C! sur R* donc la fonction

0sit<O
R* F/ e n—
te — yn(t) { 77’1(*671') (1— e*t) Lsit>0

est une densité de probabilité de la variable aléatoire Y;, donc la fonction f,, est aussi une densité
de probabilté de la variable aléatoire Y,,.

3. (a) Pour tout réel ¢, on a

Xn+1 0sit<O0
P(azt <) =P <t = Frlor o = {_ SAESS,
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(b) La fonction Fy,,, é¢tant continue sur R et de classe C' sur R*, on en déduit qu’il en est de
XTL .
meéme de t — Fy, ., ((n+ 1)t). Par conséquent, la variable Tﬁ admet une densité égale sur
n
R* &
’ 0sit<0
(t — Fx,..((n+ 1)t) =(t— n+1)fr(t) =t— { (n+1)e i sit >0

0sit<0 X1

La fonction d,, : t — { (n+ 1)e-+t i £ > 0 est donc une densité de la variable

4. On remarque que

s s

/ n.exp (1) (exp (1)" " (1 — exp (=#))" " dt = / n.exp (t) [exp(t) (1 — exp (—1)]" " dt
= / n.exp (t) [exp(t) = 1" dt = / ((exp(t) = 1)")' dt = [(exp(t) = 1)"]; = (exp(s) = 1)".

5. Pour n = 1, la variable Z; = X; admet bien une densité. Supposons la proposition vérifice pour
X

un certain entier n. Puisque Z,, est une variable aléatoire a densité f,, que % est également une
n

variable aléatoire a densité et ces deux variables aléatoires sont indépendantes, on en déduit que la

Xn+1

variable aléatoire 7,1 = Z, +
n+1

admet une densité h,; définie par : h,.; = f, *d, c’est-a-dire

+o0
Ve €R, hno() = / FulO)dn(a — t)dt

Remarquons que le produit f,(t)d,(z —t) est non nul si et seulement

{ [ut) #0&t>0

<t <
dyfz—t)#0z—-t>0 e0stse

Par conséquent, on obtient que Vo < 0, h,41(z) = 0 et pour tout = >0 :
x

/f"(t)d"(m —t)dt = /nA exp (=) (1 —exp (—t))" " (n+ 1) exp (—(n + 1)(z — t)) dt
0 0

h'rHrl (Z)

= (n+1)exp(—(n+1)z) /nexp (=t + (n+1)t) (1 —exp (—1))" " dt
0 —exp(nt)
(n+1)exp (—=(n+ 1)z) (exp (z) — 1)" = (n + 1) exp (—=) (exp (—))" (exp (z) — 1)"
(n+ 1) exp (—z) [exp (—2) (exp (z) — 1)]" = (n + 1) exp (—x) exp (1 — exp (—2))" = fri1(z).

Autrement dit, on obtient bien que f, 1 est une densité de la variable aléatoire Z,.; ce qui acheve
la récurrence.
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PARTIE II. Existence et unicité de la solution d’une équation
différentielle

1. (a) La fonction h est dérivable (comme somme et produit de telles fonctions) et pour tout réel x
positif, on a :

I (x)

(#'(x) = ¢'(x)) exp (=) = (p() = P(x)) exp (—x)

exp () [0 (2) — () — ¥'(x) + ¥(x)] = exp (=) (F(z) — f(2)) = 0
donc la fonction h est constante sur R..

(b) On en déduit que

Ve e Ry, h(xz)="h(0)< p(x)—1(x)=h(0)exp ()

La fonction ¢ — v appartenant & E, on en déduit que la fonction = +— h(0) exp(z) est intégrable
sur R ce qui est impossible sauf si

h0)=0&h=0& p=1.
2. La fonction ¢ — exp (—t) f(t) est continue sur [z, +o00[ et

vt € [z, +oof, exp(—t)f(t)] = exp(=t) [F()] < [f(E)]-

L’intégrale / |f(t)| dt étant convergente (car / |f(t)| dt converge et & > 0), on en déduit la con-

+oo +oo
vergence de l'intégrale / lexp(—t) f(t)| dt donc de l'intégrale / exp(—t) f(t)dt.

T

3. On commence par remarquer que :

VreR., ky(z) = exp(x) ( / exp(—) f(t)dt — / exp (—1) f(t)dt) .

0 0

xT

La fonction ¢ +— exp (—t) f(t) étant continue sur R, la fonction F : z +— /exp (—t) f(t)dt est une
0

primitive de cette fonction donc elle est dérivable sur R, ainsi que la fonction exp . Par conséquent,

la fonction kj est dérivable sur Ry (comme somme et produit de telles fonctions) et 'on a pour tout
réel x positif :

Ky (x)

exp () ( / exp(—1) f ()t — / exp (~t) f(t)dt> +exp (z) (— exp (~2) £(x))
0 0
= hylo) — F(@) = ky(x) — Ky (@) = f(2).

4. (a) La fonction t + exp (—t) étant décroissante sur R,,on a

YVt € [z,4+oo[, 0<exp(—t)<exp(—z) 0 <exp(—t) f(t) < exp(—z)f(t)

=
xf(t)=0
+o0

. oo i
= 0< / exp (—t) f(t) < exp (—x) /f(t)dt Xexp:(i,)>0 0 < ky(z) < /f(t)dt.

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION SCIENTIFIQUE /
Mathématiques E%ESL%QME




PREPA )
A rounivwe (0{0]3{3{[¢] 3

Etant donné que kf =k} + f, on a :

A

A A A A
/kf(x)dx = /k}(x)dx + /f(x)dx = [kf(:r)]g‘ —+ /f(x)dac =kp(A) — ks (0) + /f(I)dI

0

+oo +oo
(b) Puisque I'intégrale /f(t)dt converge, on est assuré que zEIJPoo /f(t)dt = 0 donc rEToo kf(z) =
0 z

A 400
0 (d’apres 'encadrement de la question précédente). En outre, on a 4Iiril / f(x)dz = / f(x)dx

0 0
(car cette derniere intégrale est convergente) donc

A +oo +oo +00
lim (kf(A) — ks(0) + /f(l)dl) —ks(0) + /f(.’l?)dl‘ = —/ exp (—z) f(z) + /f(L)d.L
0

A—+oo
0 0

+o00

[ @ (-a) fa)da,
0

La fonction k; étant continue sur R (car dérivable sur cet intervalle) et

A +oo
Alirfm /kf(x)dm = / (1 —exp(—x)) f(z)dz,

on en déduit que l'intégrale / ky(x)dr converge et

(1 - exp (~2)) f(x)de

—
kol
<
>
IS
s
Il
c\§

5. La fonction & est continue sur R, et 'on a :

Ve e Ry, |ks()| = exp () /exp(—t)f(t)dt < exp (w)/exp(—t)|f(t)|dt=k‘f‘(w).

+o0
L’intégrale / k7 (@)dx étant convergente (d’apres la question précédente et le fait que | f| est continue

0
+o0

et positive sur R, ), on en déduit la convergence de 'intégrale / |ks(z)| da.
0

6. On raisonne par I’absurde en supposant ’existence d’une telle densité. Alors la fonction f est continue

+00 +00
sur R, et / |f(z)| dae = /f(x)d;r converge sa valeur est 1. Autrement dit f € E donc, d’aprés les
0 0
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questions précédentes, la fonction g est égale a kj et est positive. On a alors :

1 = 709(.75)(1.70 = ]?okf(m)dm = 70(1 —exp (—x)) f(x)dz = ]?of(x)d;p — 7ocxp(7,,;) fla)da

+oo

= 1- /cxp(—f):) f(x)dz = /cxp(—x) f(x)dz =0.

La fonction x — exp (—z) f(x) étant continue, positive et d’intégrale nulle sur R, on en déduit que

X exp(z)

VeeR,, exp(—z)f(z)=0 = f[f(z)=0= /f(T)d.L‘ =0+#1

ce qui est absurde. Par conséquent, il n’existe aucune densité g dérivable sur R*, nulle sur R* et
vérifiant g — ¢’ = [ sur R,.

PARTIE III. Etude de f — ky

1. Si f € E alors, d’apres la partie IT, o(f) = k; € E. Solent f,g € E et A\, n € R alors pour tout réel
z positif :
+oo
Vo € Reo g0+ u0)(o) = hysesale) = exp (o) [ exp(-0) (0 + ug) ()

x

— exp(o) [ exp (=) (A0 + ng®)) dt = exp () [ (\exp (=0 £(0) + pexp (~0)g(8) de
= dexp () [ exp (1) f(0at + pexp (o) [ exp (<0 g(t)dt = Xp()a) + (o) o)

Ainsi ¢ est linéaire, p(F) C E donc ¢ est un endomorphisme de E.

2. La fonction f, n’est pas nulle et pour tout réel = positif, on a

400 +o00
o(fa)(x) = exp(x) / exp (—t) exp (—at) dt = exp (z) / exp (—(1+ a)t)dt
_ . exp (—(1 4 a)t)]=4 _ ) exp (— (14 a)x)
= exp(x) ALHEOO {W} - exp () — 1.
= ) _ @)= el = e
1

Ainsi f, est bien un vecteur de ¢ associé a la valeur propre 1
3. (a) On procede par I’absurde en supposant que A = 0 alors
e(f) =0k =0=f=kf— k=0

ce qui contredit le fait que f # 0 (car f est un vecteur propre) donc A # 0.
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(b) Un calcul direct montre que :

o(f)=Afehk=\=f= %kf,

La fonction f € E donc la fonction ky est dérivable sur Ry ce qui assure la dérivabilité de f.
En utilisant 'équation différentielle vérifiée par ky, on a :

fmby =K =T A=A = =0 = =2t = (121 1

1
(c) Il existe donc un réel C' tel que Vo € Ry,  f(x) = Cexp ((1 - X) x) .

1
(d) La fonction g : x +— exp ((1 — X) :1;) étant continue et l'intégrale

Tln((-2)2 Y= Tom (-

converge si et seulement si

1 1
l-—<0&->10<A<1.
A A

Comme f # 0, on est assuré que C' # 0 donc

feE«:)geE@geE@)\e]O,l[

1
4. A la question 2, on a établi que 'inclusion {?, a€ R}r} C Sp(p) < 10,1 C Sp(y). A la
a

question 3, on établit inclusion réciproque donc Sp(y) = |0,1[. En outre, pour tout A € ]0,1[, on
a By () = Vect (fi—1/a) -

, , , . (S
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COMMENTAIRES GENERAUX

Rappelons quelques faits importants :

— Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre la problé-
matique et de hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat d’aborder le sujet
par les exercices (et / ou les questions) qui lui sont les plus accessibles.

— Une copie soignée est appréciée.

— Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un pré-requis
indispensable a la résolution correcte de nombreuses questions d’un sujet de mathéma-
tiques.

— Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification,
ou au minimum le rappel, des hypothéses nécessaires a ’application d'un théoréme utilisé
forment une part extrémement importante de la note attribuée a toute question.

— Vérifier la vraissemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats
proposés.

— L’aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les résul-
tats proposés est fortement sanctionné.

Les questions informatiques sont désormais abordées par la moitié des candidats et, géné-
ralement, elles sont traitées correctement. Rappelons que ces questions sont assez largement
valorisées au sein du baréme de 1’épreuve.

Avec une moyenne de 10,4 et un écart-type de 5,1, cette épreuve a permis une sélection tout
a fait satisfaisante des candidats.

COMMENTAIRES PARTICULIERS
EXERCICE 1.

L’exercice (ainsi que les questions non mentionnées ci-dessous) a été convenablement réussi
par une part importante des candidats.

A la question 1.b), la relation entre P,ij)(X) et Py_;(X — j) est devinée par une petite
minorité de candidats et seuls les meilleurs candidats parviennent a la justifier correctement.

A la question 1.c), lexistence des coefficients a;, est justifice par de nombreux candidats
mais peu d’entre eux percoivent la stratégie & mener pour obtenir la seconde égalité : dériver j
fois, évaluer en {'7 manipuler convenablement les indices avec soin puis déterminer correctement
la valeur de P,SJ () - Seules les bonnes copies constatent que lorsque j > k, P,i] ) est le polynome
nul pour des raisons de degré.

La question 2.c¢) fut trés discriminante. Beaucoup de candidats devinent la bonne valeur du
rang mais assez peu de candidats sont capables d’apporter une réponse argumentée et correcte.
De fagon assez surprenante, il en est de méme des valeurs propres alors que la matrice concernée
est triangulaire.

La question 3.a) est abordée par 90 % des candidats et la définition du produit scalaire
est largement connue des candidats. Par contre, la vérification du caractére défini positif a la
plupart du temps échoué faute de précision et de réflexion véritable. Les bonnes copies ne s’y
sont pas laissées prendre et ont utilisé la question 1.c). Inversement la justification « une somme
de termes positifs ne peut étre nulle que si tous ses termes sont nuls » est trop souvent absente
des copies.

Pour finir, la question 3.b) est bien moins souvent abordée. Elle I'est avec succes parfois
lorsque le candidat avait bien compris les questions 1.b) et 1.c).
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EXERCICE 2.

Cet exercice fut particulierement sélectif. Les questions 1,2 et 5 furent abordées par plus
des deux tiers des candidats.

Il est surprenant de constater qu’assez peu de candidats savent justifier correctement le
signe de ¢t +— ¢ —t + 1 sur R a la question 1 et une partie importante des candidats ne donne
pas le signe correct de 1) sachant sa monotonie sur R et le fait que ¢ (1) = 0.

A la question 2, si plus de la moitié des candidats a répondu correctement a la question
mais prés d'un tiers des candidats n’a su justifier ni la convergence, ni imaginer (ou établir) la
valeur de la somme. La question 3 était inaccessible sans la réponse a la question 2 et, presque
réciproquement, les candidats ayant répondu correctement & la question 2 ont obtenu la réponse
convenable & la question 3.

A la question 5, si la définition des points critiques et le calcul des dérivées partielles sont
corrects, moins de la moitié des candidats parvient a obtenir au moins I'une des trois relations
voulues. Cela demande une certaine maitrise des calculs. Les conditions x > 1 et y > 1 ne sont
obtenues que par les meilleurs candidats et les réciproques n’ont quasiment jamais été traitées.

Les autres questions sont traitées plus ou moins avec bonheur par une petite fraction des
candidats (moins d’un quart).

PROBLEME.
PARTIE 1. Etude des variables VY, et Z,,.

Les questions informatiques ont été abordées par un nombre croissant de candidats (pres de
50 % d’entre eux) et avec un succes lui aussi croissant (prés de la moitié des points attribués
A ces questions sont obtenus par les candidats ... les ayant abordées!). Rappelons néanmoins
que pour déterminer le maximum d’un tableau, il ne s’agit pas de comparer chaque élément
du tableau avec son voisin, mais de créer une variable contenant le maximum provisoire. C’est
cette variable qu’on compare successivement aux éléments du tableau et qu’on met a jour dans
la boucle.

Si le calcul des fonctions de répartition et des densités est généralement correct, les hypoteses
précises pour qu’'une fonction soit la fonction de répartition d’une variable & densité, ou pour
qu’une fonction soit la densité d’une variable aléatoire, ne sont en général pas assez connues.

Malgré l'indication de la question 5, assez peu de candidats pensent a mobiliser leurs connais-
sances sur le produit de convolution notamment de I'invoquer sans parler de l'indépendance

X
entre les variables Z,, et Snil
n+1

La question 4 est peu réussie.

PARTIE II. Existence et unicité de la solution d’une équa-
tion différentielle.

Si la question 1.a) est bien traitée par un grand nombre de candidats, seuls les meilleurs
d’entre eux parviennent a répondre correctement & la question 1.b).

Pour la question 2, les hypotheses classiques pour les fonctions intégrables sont rarement
toutes vérifiées notamment la continuité. Pour 'obtention d’une domination de fonction t —
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exp (—t) f(t), une part importante des candidats s’est basée sur 'une des deux assertions sui-
vantes (qui sont toutes deux fausses) :

— «le produit de deux fonctions intégrables est intégrable»

— «une fonction intégrable au voisinage de I'infini tend forcément vers 0 au voisinage de

Pinfini».

La question 3 a posé beaucoup de problémes. Une quantité non négligeable de candidats

introduit une primitive de G : ¢ +— exp (—t) f(¢) (ce qui est une bonne chose), commettent
+o0

Perreur classique : / exp (—t) f(t)dt = G(z) — limG puis ils affirment que la dérivée de 2 —
G(x) —lim G est la fonction = — G'(x) —lim G’ (ce qui est une mauvaise chose).
+00 +oo
La question 4 est assez peu réussie sauf la relation () et le passage formel a la limite quand

A — +oo.
Les questions suivantes sont abordées par une nombre trés faible de candidats.

PARTIE III. Etude de Papplication f +— ky.

La question 1 est réussie par un grand nombre de candidats. Pour la question 2, la majorité
+o0

des candidats abordant la question (50 %) calcule I'intégrale / e e~ 'dt mais seule une faible

0
fraction des candidats détermine I’espace propre auquel appartient f, et le fait que f, ne soit
pas le vecteur nul est rarement mentionnée. Les autres questions sont assez peu abordées.
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